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Tipos de variaveis:

NOMINAL
QUALITATIVA <
ORDINAL

VARIAVEL
DISCRETA
=
QUANTITATIVA - UNIFORME
: - NORMAL
CONTINUA <
- EXPONENCIAL
" 1.f(x) ou P(x) OUTRAS
N

. 2. F(x)
O QUE E ESTUDAR UMA |
VARIAVEL ALEATORIA? 3. E(x)

4. Var(x)
5. Utilidade




Distribu

icao Uniforme [X~U(o,P)]:

» Def: Uma variavel aleatoria X tem distribuicao uniforme se sua

funcao distribuicao de probabilidade é dada por:

J(x)=1

-

1

iix) =

E(X) =
Var(X)

N2 s s

o B

10 ,caso contrario
0 L
X-0

PLE =20 = e
pP-o
b T8

(o+f) /2

=(B-0)?/ 12
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Distribuicdao Normal [X~N(u,c2)]:

» Uma variavel aleatoria X tem distribuicao Normal se sua f.d.p. é:

1 it —XxeR
f(x):lé'_a( g} ,—00 < X < 00 —> ULE R (=0 < <o)
V289 — o€ R+ (0>0)
. E[X]=p
» Propriedades: Var [X] = 02

* Forma de sino centrado em L

* Simétrica

* Achatamento depende de ¢

* Ha um unico maximo global em x=1

* f(x) € crescente parax <

* f(x) ¢ decrescente parax>[u
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Distribuicdo Normal [X~N(u,02)]:

» Distribuicao Normal Padronizada: Z~N(0,1): uma variavel
aleatoria Z tem distribuicao Normal padronizada (ou reduzida) se

sua f.d.p. pode ser escrita como:

g2 BES f@)=—m—e 2
o | Varz]=1 V2T

» Tabulacao da Distribuicao Normal Padronizada




Distribuicao Normal [X~N(u,c2)]:

» 2
L x—a =
" J2ro : — Var[X] = o2

» Se X~N(u,0?) e se Z=(X- n)/o entao Z~N(0,1)
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0 F

This table presents the area between the mean and the Z score . When Z=1.96, the shaded

0 Z
This table presents the area between the mean and the Z score . When Z=1.96, the shaded

area is 0.4750. area is 0.4750.
ﬂr!“ Ullder the Stlndllrd Nnrmll Cllm Amls Under ﬂle Stmdlrd Nom‘l C“ﬂe

Z o000 001 002 003 004 005 006 007 0% 90 Z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 00

0 00000 00040 00080 00120 0.0160 00199 00239 00279 0.0319 0.0359

g.l u_om 0438 0478 _.ulsi-_,r 0557 o‘m 0636 0675 0714 0753 2.0 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 A4BDE 4812 4817
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0.5 1915 L1950 .1985 2019 2054 2088 2123 2157 210 2224

0.6 2257 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2517 2549 2.5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4943 4949 4951 4952

0.7 2580 2611 2642 2673 2704 T4 2764 2794 2823 2852 26 4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964
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15 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441

16 4457 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4523 4535 4545 36 4998 4998 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999

17 4554 .AS64 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 .451{3; 19 5000
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TABLE 1 The Cumulative Standard Normal Distribution Function, ®{z) = Pr(Z < z}

Sacond Decimal Value of z
x 0 1 2 3 4 5 & 7 8 9
=29 0.0019 00018 00018 00017 00016 00016 00015 0.0015 00014 0.0014
-2.8 00026 00025 0.0024 00023 00023 00022 00021 00021 00020 0.0019
-2.7 0.0035 00034  0.0033 00032 00031 00030 00029 00028 00027 0.0026
-2.6 0.0047 00045 00044 00043 00041 00040 00039 00038 00037 0.0036
2.5 0.0062 0.0060 0.0059 00057 00055 00054 00052 00051 00049 0.0048
-2.4 0.0082 00080 004785 0.0075 00073 00071 0.0069 00068 00066 0.0064
-23 0.0107  0.0104 0.0099 0009 00094 00091 0.0089 0.0087 0.0084
=22 00139 00136 0.0132 00129 00125 00122 00119 0016 00113 00110
=2.1 00179 00174 00170 00166 00162 00158 00154 00150 00146 00143
=20 0.0225 00222 0.0217 0.0212 0.0207 00202 00197 00192 00183 00185
-1.9 00287  0.0281 00274 0.0268 0.0262 0.0256 00280 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 00359 00351 Q034 00336 00329 00322 00314 00307 00301 0.0294
-1.7 0046 00436 00427 00418 00409 00401 00392 00384 00575 0.0367
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NORMAL
1 1 /jx—puz2
£ seol3 ()]
1 @ 1 —~ 0142
In[1]:= 1,,@ J:mExp[—E (xl ] ]dl}:
out[1l= 1

1 -2.32 1 /x-0,2
In[2]:= J. Exp[— — ( ] ] dx
1xV2m J-= 2 1

Outi2]l= 0.0101704



»Exemplo

Uma fabrica de carros sabe que os motores de sua fabricacao tém
duracao normal com média de 150.000 km e desvio padrao de 5.000

km.

Qual a probabilidade de que um carro, escolhido ao acaso, dos
fabricados por essa empresa, tenha um motor que dure:

a) menos de 170.000 km?
b) Entre 140.000 km e 165.000 km?
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Aproximacoes da Distribuicao Normal:

» Distribuicao Binomial: Se X~Bin(n,p) em que n e relativamente
grande (n>30) e n.p.(1-p)>5 pode ser aproximada a uma Normal

com u = n.p e o2 =n.p.(1-p), ou seja,

X—n.p

Jord-p)

~ N(0,1)

~ Distribuicao de Poisson: Uma variavel aleatoria que segue uma
distribuicao de Poisson com parametro A = 5 pode ser

aproximada a uma distribuicio Normalcomp=Ae g=1", ou

x—A
JA

seja,

~ N(0,])
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Distribuicao Exponencial [ X~Exp(A)], A >0:
1
— E[X] =
f(x)z/le_“, x>0 1
— Var[X] =
Propriedade de Falta de Memoria

PX2t+s|X2t)=P(X25s) Vs,teRcoms,t20

E a Unica distribuicdao de probabilidade continua em que ocorre

falta de memoria.



Interpretacao: Suponha que queremos determinar a
probabilidade de um cliente chegar na proxima meia hora.
Essa propriedade nos diz que € o mesmo saber quando o
ultimo cliente chegou ou calcular diretamente qual é a
probabilidade de chegar nos proximos 30 minutos sem
levar em consideracao o passado.



A distribuicao exponencial € uma distribuicao também muito utilizada na
pratica para modelar tempo de falha de objetos.
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Distribuicao Gamma [X~Gamma(o.,)]:

> Def - Fungéo Gamma: T'(e) = [ x*le~dx { 01, T(@)=(or1). Toe)
0 Para n inteiro e positivo,

I(n)=(n-1)!
[(Vs) = i

\

» Def: Uma variavel aleatoria X tem distribuicao gamma se sua

funcao distribuicao de probabilidade e dada por:

-

xFlg®H 250

S (X)=1 BT(v) a>0,3>0

0 ,caso contrario

L
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Distribuicdo Gamma [X~Gamma(a.,[3)]:

0.5
a=1p=2.0
a=2 pB=20
a=3 B=2.0
04| 5= B-os
03 r
02 F
o1 |/
D i I I _- —— = 2
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
E[X]=-
( . H —a
l Ll 550 A B
J(x) =9 BT (ex) | ,a>0,8>0 o
" — Var[X] = —
0 ,Caso contrario B



Familia da Distribuicao Gamma:

Ras EE !
~Distribuicao Exponencial: o= 1 e f=1/A, S(x)= %
0, caso contrario

»Distribuicao Chi-quadrado: o= v/2 e =2

|
f(x)=92"°T(v/2)
0 ,caso contrario

X/ ex2 (5

em que v € o numero de graus de liberdade de X
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Algumas outras Distribuigéei g

» Distribuicao Log-normal

> Distribuigio Weibull ’

» Distribuicao Beta

» Distribuicao Erlang

» Distribuicao Wald

» Distribuicao Cauchy ’
» Distribuicao Pareto

» Distribuicao Rayleigh



DISTRIBUICOES

AMOSTRAIS
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Estatisticas e suas distribuicoes

»Quando estudamos estatistica descritiva, observamos uma amostra unica
(x4 Xy, ...yX,) de tamanho n da populagao para obter estimativas pontuais

dos momentos amostrais (}T: e sz).

»Se selecionarmos 2 amostras (cada uma de tamanho n) é de se esperar
que as observacgoes da segunda amostra serao diferentes das observacoes

da primeira amostra. Por exemplo:
Amostra 1 (n=3 carros) — x,=30,7 x,=29,4 x,=31,1
Amostra 2 (n=3 carros) — x,=28,8 x,=30,0 x;=31,3

» Essas estimativas pontuais sao utilizadas para fazer inferéncias em
relagao ao valor esperado e ao desvio-padrao / variancia da populagao, os

quais sa0 desconhecidos.



" A
Estatisticas e suas distribuicoes

‘Populagﬁo‘ >

Parametros: O ‘

A 4

‘Amostras ‘ >

Estimadores: 0 ‘




L

»Def: ESTATISTICA ¢ qualquer quantidade cujo valor pode ser calculado a
partir de uma amostra. Como ha incerteza em relagao a esses valores toda

estatistica € uma variavel aleatoria (iid).

» Toda estatistica, por ser uma variavel aleatoria, tem uma distribui¢io de
probabilidade. A distribui¢ao de probabilidade de uma estatistica é

chamada distribui¢ao amostral.

»Def: Distribui¢io amostral € a distribuicao de probabilidade de uma
estatistica e descreve como o valor da estatistica varia em fung¢ao das

amostras selecionadas.

» A distribui¢ao amostral depende da distribuicao de probabilidade da
populagio, do tamanho da amostra e do método de amostragem (neste

curso vamos estudar apenas a aleatoria)
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Distribuicao da média amostral (x)

» Sejam X, X,, ..., X, n elementos de uma amostra aleatoria de uma

populagiao normal com parametros E[x] = Il e Var[x] = 6°. Entao:
. Elx]|=ga
ii. Var[x] =06%/n
iii. To=x,+ ... + x_, E[To] = npy, Var[To] = nc?
» De acordo com i a distribui¢ciao amostral de x é centrada no valor esperado
da populagao da qual a amostra fo1 selecionada, com 11 que a distribuicao

se torna mais concentrada em torno de L com o crescimento do tamanho

da amostra (n).



Distribuicao da média amostral (x)

E[x] :E:%Z:x: :lE Zn:xl. :liE[xi]

n =1 _ nz:l
1 & 1 & 1
=—SE[x]==-> u=—
n; [x] n,-_l'u nn,u
E[)?]z,u

Quando E[0] = 0, o estimador é nio viciado, ndao viesado ou ndo tendencioso.

Logo, x € um estimador nao tendencioso de .
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Distribuicao da média amostral (x)

Var[f]zVar 1y X, =%Var[xl+x2+...+xn]
‘n,o5 | n
:%(Var[xl]+Var[x2]+...+Var[xn])=%.n02



Distribuicao da média amostral (x)

» Proposic¢ao: Seja x;, X,, ..., X_uma amostra aleatoria de uma populacao

normal com E[x] = L e Var[x] = 6%, entao, para qualquer n:

P

Menor
tamanho
de
amostra

X

p. prps Maior
x~N : J_ P(X) tamanho
71 de
amostra
f _
= e /
o/\n
lo—nu
TOMN(nﬂ,naz) = ~/

on
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Distribuicao de uma combinac¢ao linear de v.a.’s:

» Sendo Y = a X, F.ooka X

= E[Y] - alE [Xl] Tt anE [Xn] - all"l'1+ e T an“’n

Se as varidveis aleatdrias sdo independentes,

Var[a X, +...+ a X ] = a2Var[X,] + ... + a_2Var[X ]

I n

» Distribui¢ao da diferenga entre médias de populagdes normais:

Sejam A e B duas populagdes normais com parametros |L,, G,, Uy € Op.

Assim,

X, ~Nu.oi/n,) o Xz~ Nug.ol/ng)

—_ J— | (72
X, y—Xp~ 3\“[%4 — g~

i O',éJ - ()?A —}?B)_(ﬂfa — i) 7

2 2
+
Hy
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Distribuicao amostral de estatisticas

» Existem dois métodos para obter a distribui¢ao amostral de uma estatistica:

» Método 1: Utlizando regras da probabilidade

Ex: [Servico | A B G
Preco: x 40 45 20
p(x) 02l 03] 05

w=E[x] =40 * 0,2 + 45 * 0,3 + 50 * 0,5 = 46,5

02 = Var[x] = 0,2 * (40-46,5)2 +0,3 * (45-46,5)2 +0,5 * (50-46,5)2 =15,25

» Método 2: Realizagao de um experimento de simulagao

Usa-se um computador para obter k amostras aleatorias de tamanho n
da distribuigﬁo designada. Para cada amostra calcula-se as estatisticas
de interesse e cria-se um histograma para avaliar a distribui¢dao amostral

aproximada da estatistica.



Distribuicao amostral de estatisticas

»Método 1: n=2

DESTRIBUICAD DE FROBASILIDADE DA MEDIA

X1 x2 | px1) | px2) [px1 x2)] x s’
40 | 40 | 02 [ 02 [ 004 [ 40 0
40 | 45 [ 02 [ 03 | 0,06 [ 4251 12,5
40 50 | 02 | 05 0,1 45 50
45 | 40 | 03 | 02 | 006 | 425 | 12,5
45 | 45 | 03 | 03 | 009 | 45 0
45 50 | 03 | 05 | 015 | 475 | 125
50 | 40 | 05 | 02 0,1 45 50
50 | 45 | 05 | 03 | 015 | 475 | 125
50 50 | 05 | 05 | 025 | 50 0

E[x] =40 * 0,04 + 42,5 * 0,12 + ... + 50 * 0,25 = 46,5

Var[ X | = 0,04 * (40-46,5)% + ... + 0,25 * (50-46,5)> = 7,625

E[s%] =0 * 0,38 + 12,5 * 0,42 + 50 * 0,20 = 15,25




»Método 1: n=4

X1 % X3 x4 p(x1) | p(x2) | p(x3) p(x4) | p(x1,x2,x3,x4) x S
40 40 40 40 0.2 0,2 0,2 0,2 0,0016 40 0
40 40 40 45 0,2 8.2 0,2 0,3 0,0024 41,25 | 6,25
40 40 40 50 0,2 0,2 0,2 0,5 0,004 42,5 25
40 40 45 40 0,2 0,2 0,3 0,2 0,0024 41,25 | 6,25
40 40 45 45 0.2 8.2 0,3 0,3 0,0036 425 | 8,333
40 40 45 50 0,2 0.2 0,3 0,5 0,006 43,75 | 22,92
40 40 50 40 0,2 0,2 0,5 0,2 0,004 425 25
40 40 50 45 0,2 0,2 L5 0,3 0,006 43,75 | 22,92
40 40 50 50 0.2 0.2 0.5 0,5 0,01 45 33,33
50 50 50 40 0.5 0,5 0.5 0,2 0,025 47,5 25
50 50 50 45 0.5 0,5 0,5 0,3 0,0375 48,75 | 6,25
50 50 50 50 0.5 0,5 0,5 05 0,0625 50 0

DISTRIEVIGAD DE P

ROBAEILIDADE DA MEDIA

1
|

E[ X |=40%0,016+...+50%0,0625=46,5

Var[ x| = 3,8125 (s* / 4)




» Distribui¢do de x para uma popula¢io nao normal:

Para exemplificar, vamos considerar uma populacao
finita X: 1, 2, 3, 4, 5. Ou seja, N = 5.

Sabemos que:

E[x|=p, = ZNIJXVP(Xi)

N

Var[x]=6l=) (x,-p, )2 p(x;)

i=1



Dessa forma,

E[x|=p, =1(1+2+3+4+5)=1—5=3
S S
Para a variancia,

X P(x) X-p, (x—px)z (x—px)z P(x]
1 1/5 e 4 4/5

2 1/5 -1 1 1/5

3 1/5 0 0 0

4 1/5 1 1 1/5

5 1/5 2 4 4/5

2 1 2




Vamos retirar dessa populacao de tamanho N=5 todas as
amostras com reposicao de tamanho n=2. Podemos
retirar N" = 52 = 25 amostras. Calculamos as médias de
cada amostra.

Amostras X, Amostras X, ‘ Amostras

Ll ap | 1o
2| a2 | 15
3| a3 |20
4 (1,4) 2,‘5 -I..:w
= (l ) 5,0

o[ e [ 15
7] @2 |20

E

. 4) 3,0

10 (2,5) 3,5
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Como X varia de amostra para amostra, X ¢ uma variavel aleatoria,

nesse caso, discreta.
Determinamos a distribuicao da variavel x e calculamos E[Xx] e

Var|x].

X P(X) xP(X) x.P(X)

1,0 1/25 1/25 1/25

1.5 2/25 3/25 4,5/25 . N . .
2,0 3/25 6/25 12/25 E[X] =W = X, .p(Xi)
2,5 4/25 10/25 25/25 i=1

3,0 5/25 15/25 45/25

3,5 4/25 14/25 49/25 —1 .

4,0 3/25 12/25 48/25 E [X] — U = 3

4,5 2/25 9/25 40,5/25

5,0 1/25 5/25 25/25

3 1 3 10




Como N

E[X* |=2 Xp(%).

i=1

temos

E|x*| = 10
Sendo

Var[x] = E[x*| — {E[X]}?,
entao,

Var[x] = 10 — 32.
Logo:

2 = Var|x] = 1.



Graficamente

1/5

+ P(x)

v

5/25

4/25

3/25
2/25

1/25

2+ P(X)
IR S
e
SEDAERANE
ERSARERS
I T A I I I

1152 25 335 445 5

1R 4



Concluimos

Proposicao — 1

A média das médias amostrais, ou E[x], é igual a média populacional, ou
E[x] = pz.

Proposicao — 2

A variancia da média amostral é igual a varidncia populacional dividida
pelo tamanho da amostra.




LEI DOS GRANDES

NUMEROS
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Lei dos Grandes Numeros

A media aritmetica dos resultados da realizacao da
mesma experiéncia repetidas vezes tende a se

aproximar do valor esperado a medida que mais
tentativas se sucederem.
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Lei dos Grandes Numeros

Seja X,,X,,... uma sequéncia de variaveis aleatorias

I.i.d. com media finita r.
As somas parciais S =X, + X, +...+ X satisfazem

S?}'
— > u.
n
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Lei dos Grandes NuUmeros

4.0

15

2.0

1
100D



TEOREMA CENTRAL

DO LIMITE
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Teorema Central do Limite

The term “central limit theorem™ most likely traces back to Georg Pélya. As he
recapitulated at the beginning of a paper published in 1920, it was “generally known
that the appearance of the Gaussian probability density' e=* *ina great many situ-
ations “can be explained by one and the same limit theorem,” which plays “a central
role in probability theory™ [PGlya 1920, 171]. Laplace had discovered the essentials
of this fundamental theorem in 1810, and with the designation “central limit theo-
rem of probability theory,” which was even emphasized in the paper’s title, P6lya
gave it the name that has been in general use ever since.

A History of the Central Limit Theorem: From Classical to Modern
Probability Theory [Hans Fisher, 2011]
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Teorema Central do Limite

TCL : Seja x;, X,,..., X_ uma amostra aleatoria de uma distribui¢do
qualquer com parametros E[X] = L e Var[X] = 06% Sen é
suficientemente grande, a distribuiciio de x aproxima-se a uma
normal com E[X] = [l e Var[X] = 6°/n e a distribui¢do do Total
(x,F...+x ) aproxima-se a uma distribui¢do normal com E[To] =nJl

e Var[To] =n06? Assim,

Distribuicdo Populacienal
=10
5 _
\ o X = .
veN| | S s 7 V\
% o/Nn p=50 X
Distribuicde amostral

5 To —nu n
T ~ E\I = = :> ~ Z -
0 (n;{_ no ) O_\/; 63

4 n =30

bz = 50
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Distribuicao amostral da proporc¢ao (e frequéncia)
» O TCL pode ser utilizado para justificar a aproximacao da Binomial
pela Normal pois se X € uma varidvel aleatéria que “conta” o numero

de sucessos em n tentativas independentes, como a probabilidade de

sucesso € constante os Xs sao 11d.

» Portanto, se n € suficientemente grande

X —n.
n’sucessos = X éN(npjnp(l—p)) = \/ ;?P ~ 7
n.p(l-p)
W 2 _ =g
—=p~N(p.p(-p)/n) = o

L Vp.(=p)/n
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Distribuicao amostral de s?

» Quando ha incerteza em rela¢ao ao valor de ¢ estima-se o seu valor por:

n

Z(-"ff—f)z

6% =5 =il
n—1

» Teorema: Se s? é a variancia de uma amostra aleatdria de tamanho n,
retirada de uma popula¢dao normal com parimetros L e G2 entdo a

estatistica .

Z (x?- = -1_’-)2 ,
" _(n-1)s”

o o

tem distribuicio xz com n-1 graus de liberdade.

» Na utilizagio é necessario obter X .= (n-1)s*/6?
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Distribuicao Qui-quadrado

A distribuicao qui-quadrado é a distribuicao da soma de m
variaveis aleatdrias normais padronizadas independentes
ao quadrado. Essa distribuicao depende de m, que é

chamado de graus de liberdade da distribuicao qui-
qguadrado.



Distribuicao Qui-quadrado

Por exemplo, seja Z,, Z, e Z, varidveis aleatérias normais padrdo independentes. Entdo,

Zf‘ -|—Z,f -|—Z32 possui uma distribuicao qui-quadrado com trés graus de liberdade.

O nome dessa distribuigdao deriva da letra grega usada para representa-la: uma distribuicao

"
o

qui-quadrado com m graus de liberdade é representada por y

.
m

Por exemplo, o 952 percentil da distribuicao ;(32 é 781, de modo que

P(Z}+Z}+Z}<7.81)=0,95.



L

Funcao Densidade de Probabilidade

f(x)=—x? e
22T mj




TABLE 3 Crifical Values for the x? Distribution
Significance Lovel

Degrees of Freedom 10% 5% 1%
] 271 3.84 6.63

2 4.61 5.99 21

3 6.25 1134

4 7.78 9.49 13.28

5 9.24 11.07 15.09

6 10.64 12.59 16.81

7 12.02 14.07 18.48

8 13.36 15.51 20.09

9 14.68 16,92 21.67

10 15.99 18.31 23.21

11 17.28 19.68 24.72

12 18.55 21.03 26,22




"

QUI - QUADRADO

3 Fcli | X
Eix) = — X 2 Exp[——]
27 1 (2) o
2
© 1 = X
In[8]:= 3 X 2 Exp[——] dx
= 3 2
27 Gamma [ 2|
out[g]l= 1
T. 81 1 3.4 X
In[9]:= b A Exp[——] dx
0 = 2

52 Gamua[%]

outg]= 0.949894



Distribuicao

Table Il Fercentage Points x2, of the Chi-Squared Distribution

o
2 v 995 990 975 050 000 500 100 050 025 010 00§
a m OSt ra I d e S 1 00+ 00+ 00+ 00+ 02 TR [ 1 R T T
2 0l 0 05 10 21 139 461 Q@ 738 021 1060
3 07 11 2 a5 58 237 625 035 1134 1284
4 21 30 48 /| 106 336 778 SUmTT 1104 1328 1486
5 41 55 83 115 161 435 024 1107 128 1500 1675
6 68 87 1.24 1.64 220 535 1065 1250 1445 1681 1855
7 00 1.24 1,60 217 281 635 1202 1407 1601 1848 2028
8 1.34 1.65 218 27 349 734 1336 1551 1753 2000 2196
) L7 2.00 270 33 417 834 1468 1692 1902 2167 2350
10 2.16 256 325 304 487 934 1590 1831 2048 2321 2519
I 260 3.0 182 457 558 1034 1728 1068 2102 2472 2676
12 307 157 4,40 5N 630 1134 1855 2103 N34 2622 2830
13 357 41 501 5.80 704 1234 1981 23 M4 2760 2082
14 407 466 563 6.57 779 1334 2106 2368 2612 2014 3132
15 460 5.3 627 7.26 855 1434 2231 2500 2749 3058 3280
16 514 581 6901 7.96 031 1534 2354 2630 2885 3200 3427
17 5,70 6.41 7.56 867 1009 1634 2477 2759 3019 3341 3572
18 626 7.01 N 030 1087 1734 2500 2887 3153 3481 3716
19 6.84 7.63 801 1012 1165 1834 2720 3014 3285 3619 3858
20 743 826 050 1085 1244 1934 2841 3141  MIT  AIST  40.00
21 8.03 800 1028 1150 1324 2034 2062 3267 3548 1803 4140
2 8.64 054 1098  12M 1404 2134 2081 3302 36T 4020 4280
px 026 1020 1160 1300 1485 2234 23201 3517 3808 4164 4418
24 0,80 10,86 12,40 13,85 1566 2334 3320 3642 1036 4208 4556
25 1052 1152 1312 1461 1647 2434 3428 3765 4065 4431 4693
2 116 1220 1384 1538 1720 2534 1556 3880 4100 4564 4820
27 1181 1288 1457 1615 1811 2634 13674 4001 4319 4696 4965
28 1246 1357 1531 1603 1804 2734 3702 41 4446 4828 5090
i 20 1312 1426 1605 1771 1077 2834 3000 4256 4572 4950 5234
30 1379 14905 1679 1849 2060 2034 4026 4377 4698  S089 5367
40 2071 2216 2443 2651 2005 3934 5181 5576 5934 6360 6677
50 2700 2071 3236 3476 3760 4933 6317 6750 TI.42 7615 7049
o 60 1553 3748 4048 4319 4646 5933 7440 7008 8330 8838 0105
70 4328 4544 4876 5174 5533 6933 8551 900.53 0502 10042 10422
80 5117 5354  ST15 6039 6428 7933 0658 10188 1066 11233 11632
22, 0i) 5020 6175 6565 6003 T30 %033 10757 11304 11814 12412 12830
100 6733 7006 7422  TI93 8236 0033 11850 124M 12056 13581 14017

¥ = degrees of freedom.



" JEE
Graus de liberdade

» Os graus de liberdade podem ser vistos como uma medida da
informac¢ao amostral.
n n
» Sabendo que Z (x]F _ ﬂ)z 0_2 g Z (xf = }—f)2 0_2
=l

=l

e
7 7

~Xn “ A

quando W ndo € conhecido hd 1 grau de liberdade a menos ou

considera-se que um grau de liberdade € perdido na estimagao de L.

» Generaliza¢ao: Ha n graus de liberdade, ou partes de informacao
independentes, em uma amostra aleatéria de uma populagao normal e
cada vez que se utiliza uma estatistica em substitui¢ao a um parametro

perde-se um grau de liberdade.



" J
X, S e a distribuicao t de Student

» A dificuldade pratica em relagao ao TCL é que ele demanda o

conhecimento de ©.

» A ferramenta utilizada para lidar com essa dificuldade é a distribuigao t

(William Gosset, 1908) que € formada pela divisdao

F i \/(”—1)32/52 o/dn s s/n

n—1

i1
Assim, ¢ possivel fazer inferéncias em relag¢ido a L usando uma

estimativa de O fornecida pela mesma amostra que gerou X.

» Def: Seja x,, ..., X_ uma amostra aleatoria de uma populagao normal
com E[X] = pe Var[X] = 6% entdao T =(¥- ,u)/ (S /\n ) tem distribuigao

t com n-1 graus de liberdade.
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X, S e a distribuicao t de Student

» Propriedades das distribui¢ées t-student: Seja t, a curva da fungao

densidade dos gl de V.

1. Cada curva t, possui um formato de sino e esta centrada em 0.
2. Toda curva t, é mais dispersa que a curva normal padronizada (Z).

3. A medida que V aumenta, a dispersao da curva t, correspondente diminui.

4. A medida que V — o0 a seqiiéncia das _
k=10

curvas t, se aproxima da curva normal k= e (N0, 1)}
padronizada (de forma que a curva Z é

chamada gerahnente de t com gl: m).

0 x



"

Table IV Percentage Points r_, of the t-Distribution
v d' t 'b 1~ o a0 25 10 0s 025 ol 005 0025 001 0005
¥ 5 A 7. p J

xl S e a IS rl u |§ao 1 | 325 1000 3078 6314 12706 31821 6365T 12732 318.31 636,62
2 | 280 816 188 2020 4303 6.965 9.925 14.080 23326 31.598
t de Student 1| am 765 1.638 2353 1182 4541 5841 7.453 10.213 12,024
4 | 2m 741 1533 2132 2776 3.747 4.6 5.508 7173 8.610
5 | 267 J27 1476 2015 2571 3365 4.012 417 5803 6.860
6 | .265 JI18 1440 L1943 2447 3.143 3,707 4317 5.208 5.050
7 | 26 an 1415 1.805 2365 2,008 1,400 4.020 4.785 5408

8 | 2& J06 197 1860 2206 2806 1355 1833 4.501 5.041
o | .261 703 1383 183 2262 2821 1,250 1,600 4207 4781
10 | .260 J00 1372 1812 2228 2.764 1.160 3,581 4.144 4.587
11 | .260 697 136 179 2.201 2718 1,106 3,407 4025 4437
12 | .250 695 1356 1782 2179 2681 1,055 1428 1.030 4318
13 | 250 694 1350 LT 2160 2650 1012 1372 1852 4221
14 | 258 692 1345 1761 2145 2624 2077 132 1.787 4.140
15 | .258 691 1.341 1.753 2131 2,602 2.047 3.28 1733 4073
16 | .258 690 1337 1746 2120 2583 2021 1252 1,686 4015
17 | 257 680 1333 1740 2110 2567 2 808 1222 1,646 3.065
18 | 257 688 1330 1734 2101 2552 2878 3.197 1610 3922
19 | .257 688 1328 1L7W 2003 2530 2861 3174 1.579 3.883
20 | 257 687 1325 1725 2086 2528 2845 3153 1.552 3,850
21 | 257 686 1323 11 2080 2518 2831 1135 1527 1.810
2 | 2% 686 1321 1.717 2074 2508 2819 3110 1.505 1.702
2 | 2% 685 1319 1714 2060 2.500 2.807 3104 1485 3.767
24 | 256 685 1318 LTI 2064 2,402 2,797 1.00] 31,467 3,745
25 | .25 684 1316 1708 2060 2 485 2787 1,078 1,450 1,725
% | .25 684 1315 L1706 2056 2470 2.770 1067 1438 1.707
27 | .256 684 1314 LT3 2052 2473 2771 3.057 1.421 3.600
2% | .25 683 1313 L7001 2048 2467 2.763 3.047 1.408 1.674
i 2 | 236 683 1311 1600 2045 2462 2756 1,038 1,306 3,650
g 0 | 2% 683 1310 1607 2042 2457 2.750 1.030 1.385 1.646
i 40 | .255 681 1303 1.684 2021 2423 2,704 2971 3.307 3.551
I o 60 | .254 670 1206 167 2000 2.300 2.660 2015 1.232 3.460
| 120 254 &T7 1.289 1.658 1.980 2358 2617 2. 860 3,160 3.373
L_il w | 253 674 1282 1645 1.060 2326 2576 2.807 1.000 3.201

fav 1+ = degrees of freedom.



Funcdo Densidade de Probabilidade da distribuicao t de
Student

)
S (x;:m) MF(?j(lﬁzjz




TABLE 2 Critical Values for Two-Sided and One-Sided Tests Using the Student # Distributian
Significance Lovel
Degrees 20% (2-Sided]  10% (2-Sided) 5% (2-Sided) 2% (2-Sided) 1% (2-Sided)
of Freedom 10% (1-Sided) 5% (1-Sided) 2.5% (1-5ided) 1% (1-Sided) 0.5% (1-Sided)
1 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66
2 1.89 292 4.30 6.96 992
3 1.64 235 3.18 4.54 5.84
4 1.53 213 2.78 375 4.60
5 1.48 2.02 2.57 3.36 403
6 1.44 1.94 245 3.14 37N
7 1.41 2.36 3.00 3.50
8 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36
9 1.38 1.83 2.26 2.82 325
10 1.37 1.81 223 2,76 3.17
1 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11
12 1.36 1.78 2.18 2.68 3.05




"

t de Student

m+1l
wl= 1
f (x) = * :
4/ T E] 2\ ==
" [2 (1+-5—) 2
m
T+1
e e O
In[30]:= * dx
o« Tﬂ'Gamma[l] 2 =
(1+%)
7
Out[30]=
1
g % |
1.89 Gamma[—] 1
In[32]:= J. - * = dx
- 7 G [—] Do —
7T Gamma - (1+ x_) 5
-
Out[32]=

0.949662
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Distribuicao F

A distribuicao F tem enorme aplicacao na comparacao de
variancias amostrais.

As aplicacoes da distribuicao F sao encontradas em
problemas envolvendo duas ou mais amostras.

A estatistica F é definida como sendo a razao de duas
variaveis aleatdrias qui-quadrado independentes, cada
uma dividida pelo seu niumero de graus de liberdade.



" J

Consequentemente, nés podemos escrever
W/m

V/n

F =

onde, W e V sao variaveis aleatdrias independentes tendo

distribui¢coes qui-quadrado com m e n graus de liberdade,
respectivamente.



Funcao Densidade de Probabilidade

F(m+nj .
f(x;m,n) = - 2n?

(2r




TABLE 5B Critical Values for the £, ,,, Distribution—5% Significance Level
Deneminator Numerctor Degrees of Freedem (n,)
Degrees of
Freedom (ng} I 2 3 4 5 6 4 8 9 10
1 161,40 19950 21570 224.60 230,20 23400 236,80 23890 240.50 24190
. 1851 1900 1916 1925 1930 1933 1935 1937 1939 1940
3 10.13 9.55 928 912 9.01 8.94 8.59 8.83 8.81 8.79
4 7.7 6.94 6.39 6.39 6.26 616 609 604 6.00 596
3 6.61 5.79 541 5.19 5.05 495 488 482 4.77 474
6 5.94 5.14 476 453 439 428 421 4.15 410 406
7 5.59 4,74 4.35 412 3.97 387 379 373 368 364
8 5.32 4.46 4.07 84 3.69 358 350 34 339 335
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3438 337 329 323 318 314
10 4.96 4.10 37 348 333 322 314 307 302 298
24 4,18 333 2,93 2.70 2:55 243 235 228 222 218
30 4.17 332 269 2.53 242 233 227 221 216
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 225 217 210 204 199
90 395 3.10 2.71 247 232 220 211 2.04 1.99 1.94
120 3.92 3.07 2.68 245 2.29 218 200 20 196 191
o IR4 300 2.60 2.37 221 210 201 1.94 L8 183
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F de Snedecor

iy

m oo om, - (m+n)
f (x) = mz2 n2 x2 (mx +n) 2
e[z 1=z
2 2
it Gamma [ 3+230 ] 3 = - (3+30)
In[14]:= j *32 302 xx2 % (3xx+ 30) 2 dx
0 Gamna[é] Gama[ﬂ]
2 2
Out[14]=
1
3+30
] 3 30 3 -(3+30)

= = = Al e s
*32 302 xx2 *x (3*xx+ 30) 2 dx

2 g2 Gamma[ -
In[15]:= j 2 =
0 Gamma[—] Gamma[—]
2 2
Out[15]=
0.94988



Exercicio TCL

Seja X, denotando o tempo de espera (em minutos) para o
i-ésimo cliente. Um assistente afirma que p, o tempo
médio de espera de toda a populacao de clientes, é de 2
minutos. O gerente nao acredita na afirmacao de seu
assistente, entao ele observa uma amostra aleatodria de
36 clientes. O tempo médio de espera para os 36 clientes
é de 3,2 minutos. O gerente deve rejeitar a afirmacao de
seu assistente?



